
 

 

هعبدلات دیفزانسیل 
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اًَاع هعادلات خطی هرتثِ دٍم 

ِتررسی رٍش کاّص هرتث 

 تررسی هعادلات دیفراًسیل خطی هرتثِ دٍم ّوگي ٍ غیر ّوگي

 تا ضرایة ثاتت

آضٌایی تا رٍش تغییر پاراهترّا 

آضٌایی تا کارترد هعادلِ دیفراًسیل هرتثِ دٍم ٍ تالاتر 

آضٌایی تا حل هعادلات دیفراًسیل تا استفادُ از عولگر 



 

 

 

 

 

 

 

 همذهه   

کٌ٘ن ٍ زٍؼ حؤ زا تاِ هسازاة    هؼات ذ تٗاساًػ٘ؤ هسزثِ تٍم زا ت٘اى هٖ تز اٗي  كؤ يسٗقِ حؤ

 تّ٘ن. تا زس زؼو٘ن هٖ

 کٌ٘ن. تٌدٕ هٖ هؼات ذ تٗاساًػ٘ؤ زا تِ تٍ تغسِ خًٖ ٍ غ٘س خًٖ زقػ٘ن

خَت تِ تٍ تغسِ هؼات ذ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ تا نساٗة ضاتر ٍ هؼات ذ ّوچٌ٘ي هؼات ذ خًٖ ً٘ص 

 ؾًَد. تٌدٕ هٖ ساٗة غ٘س ضاتر )هسغ٘س( زقػ٘نتٗاساًػ٘ؤ خًٖ تا ن

 هعادلات خطی هرتثه دوم 

yّس هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ تِ قاَزذ   p(x)y Q(x)y R(x)       ٖزا هؼات اِ تٗاساًػا٘ؤ خًا

R(x). ّسگاُ گَٗ٘ن هٖهسزثِ تٍم  0ًٖاه٘ن ٍ  تاؾد آًگاُ هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ هسزثِ تٍم زا ّوگي ه

R(x)اگس  0ًٖاهٌد، هؼات ذ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ ٍ غ٘س خًٖ تز  كؤ  تاؾد هؼات ِ زا غ٘س ّوگي ه

 هقدهِ هؼس ٖ ؾدُ اغر.

 کٌ٘د. تز شٗس چٌد هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ ٍ غ٘س خًٖ زا هؿاّدُ هٖ هثال:

y y x y sin x   25  هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ هسزثِ تٍم   

y xyy y    5  هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ غ٘س خًٖ هسزثِ تٍم   

 

 کٌ٘د. تز شٗس چٌد هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ ّوگي ٍ غ٘سّوگي زا هؿاّدُ هٖ هثال:
xy e y x y   2  هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ هسزثِ تٍم ّوگي  0

y xy x y sin x   25 ّوگيغ٘س غَمهؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ هسزثِ      
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هؼات ذ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ هسزثِ تٍم ّوگي ٍ غ٘اس ّوگاي تاا ناساٗة ضاتار کاازتست  ساٍاًاٖ تز        

ّإ هخسلف هٌْدغٖ ٍ ػلَم تازت ٍ  را تز اٗي تخؽ زٍؼ حؤ اٗي ًاَع هؼاات ذ زا هاَزت     زؾسِ

 تّ٘ن. تسزغٖ قساز هٖ

 هعادلات دیفرانسیل خطی هرتثه دوم هوگن تا ضرایة ثاتت 

yٍ زاااتغ ت تؼريففف: , y2 cزا هػااسقؤ خًااٖ ًاااه٘ن ّسگاااُ اش زاتًااِ  1 y c y1 1 2 ًس٘جااِ ؾااَت 2

c c 1 2  ب ضاتسٖ اش تٗگسٕ ًثاؾٌد.هستِ ت٘اى تٗگس تٍ زاتغ هػسقؤ خًٖ ّػسٌد ّسگاُ ٗکٖ ه0

xfتٍ زاتغ  هثال: (x) e ٍxg(x) xe.هػسقؤ خًٖ ّػسٌد 

yاگس  قضيِ: , y2 yتٍ  َاب هػسقؤ خًٖ تسإ هؼات ِ 1 ay by   0    تاؾد تز اٗاي قاَزذ

cتسإ ّس تٍ ػدت حق٘قٖ  ,c2 1 ،y c y c y 1 1 2  تاؾد.  َاب ػوَهٖ هؼات ِ ه2ٖ

 رٍش حل هؼادلات ديفراًسيل خطي هرتثِ دٍم ّوگي تا ضراية ثاتت:

yؾکؤ کلٖ اٗي ًَع هؼات ذ تِ قَزذ  ay by   0ٖتاؾد. اگس  هrxy e  َِاتٖ اش هؼات ا 

rxyتاؾد تازٗن:  re  ٍrxy r e  y. اگس تز هؼات ِ تِ  إ 2 , y , y     ،زَاتغ  اَق زا قاساز تّا٘ن

 تازٗن: 
rx rx rx rxr e are be e (r ar b)      2 20 0  

rxeچَى  0 :خع تاٗد تاؾسِ تاؾ٘نr ar b  2 0. 

 اِ،  اَاب ػواَهٖ    ّإ اٗي هؼات گٌَٗد. تس حػة زٗؿِ هؼات ِ اخ٘س زا هؼات ِ هؿخكِ )هاػس( هٖ

 زَاى هؿخف کست. هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ زا هٖ

اگس  حالت اٍل: 0      آًگاُ هؼات اِ هؿخكاِ تازإ تٍ زٗؿاِ حق٘قاٖ ٍ هسوااٗصr , r2 1  ٖ تاؾاد،   ها

rتٌاتساٗي  x r x
y e , y e 2 1
2 تاؾٌد خاع تٌااتس قهاِ٘     تٍ  َاب هػسقؤ خًٖ تسإ هؼات ِ هٖ 1

  َاب ػوَهٖ هؼات ِ تِ قَزذ شٗس اغر:
r x r x

y c y c y y c e c e    1 2
1 1 2 2 1 2  

 هؼات ِ شٗس زا حؤ کٌ٘د. هثال:

y y y   6 0 
 حل(

r r (r )(r ) r

r

         



2
1

2

6 0 3 2 0 3

2
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r x xy e e  1 3
1  

r x xy e e  2 2
2  

x َاب ػوَهٖ      xy c y c y c e c e   3 2
1 1 2 2 1 2  

  َاب ػوَهٖ هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ هقاتؤ زا هحاغثِ کٌ٘د. هثال:
y y y

r r (r )(r ) r r

   

          2
1 2

2 0

2 0 2 1 0 2 1
 

r x r x

x x

y c y c y c e c e

y c e c e

    

 

1 2
1 1 2 2 1 2

2
1 2

 

اگس  حالت دٍم: 0 هؼات ِ تازإ ٗک زٗؿِ ههاػف ٍ حق٘قٖ هاًٌدr ٖتاؾاد، خاع    هrxy e1

ٖ    ٗک  َاب هؼات ِ هٖ کٌا٘ن   تاؾد. تسإ تِ تغر آٍزتى ٗک  َاب هػسقؤ خًٖ تٗگاس  اسل ها
rxy ue2 تا قساز تاتى .y , y , y 2 2 uتز هؼات ِ هاػس، زاتغ 2 xٖؾَت. حاقؤ ه 

y ay by r ar b       20 0
0اگس   
→       

a
xa

r y y e


     2
1 22

 

rx rxy c y c y y c e c xe    1 1 2 2 1 2  
rxy (c c x)e 1 2  

 

  َاب ػوَهٖ هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ هسزثِ تٍم ّوگي تا نساٗة ضاتر شٗس زا خ٘دا کٌ٘د. هثال:

y y y   4 4 0 
 حل(

r r (r ) r        2 24 4 0 2 0 2  زٗؿِ ههاػف  

ٗا   
a

r      
4

2
2 2

 

rxزٗؿِ ههاػف ؾد  را اش  سهَل 

xy (c c )e 1 اغسااتُ کاستُ ٍ زٗؿاِ زا تز آى  اٗگارازٕ     2

 کٌ٘ن. هٖ
xy (c c x)e  2

1 2  

اگس  حالت سَم: 0 تاؾد ٗؼٌٖ اش هؼات ِ هاػسa b , r ar b      2 24 0 ؾد هؼات ِ 0

 ً٘ػر.rxeزٗؿِ حق٘قٖ ًدازت، تز اٗي حا ر هؼات ِ تازإ ّ٘چ زٗؿِ تِ  سم



فصل 
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  (2 y y y y     3 3 0  

 حل(

r r r (r ) r r r          3 2 3
1 2 33 3 1 0 1 0 1  

rx

x

y (c c x c x )e

y (c c x c x )e

  

  

2
1 2 3

2
1 2 3

 

 

 (9 y y y   8 25 0 

 کٌ٘ن. زا هحاغثِ هٖ اتسدا هؼات ِ هاػس آى زا خ٘دا کستُ ٍ   حل(

r r a b ( ) (( )( )         

    

2 2 28 25 0 4 0 8 4 1 25

64 100 36 0
 

چَى  0ٖکٌ٘ن. ؾد  را تٍ زٗؿِ هسواٗص هخسلى تازت کِ آًْا زا هحاغثِ ه 

ib ( i)
r

i

         
    

  

4 3 48 36 8 6
4 3 32 2

 

 

xy َاب ػوَهٖ هؼات ِ تز اٗي حا ر تِ قَزذ e (c cos x c Sin x)   1 خَاّد تاَت کاِ    2

, ٖکٌ٘ن. زا تز آى  اٗگرازٕ ه 
xy e (c cos x c Sin x) 4

1 23 3  

 

 (4 y y y   6 0 

 حل(

r r (r )(r ) r r          2
1 26 0 2 3 0 2 3  

r x r x x xy c y c y y c e c e y c e c e          1 2 2 3
1 1 2 2 1 2 1 20 

 (1 y y  4 0 

 حل( 

r r r i       2 2 1
4 1 0 4 1

2
 

چَى  0.اغر تازإ تٍ زٗؿِ هخسلى هسواٗص اغر 
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x

,

y e (c cos x c sin x)

   

   1 2

1
0

2  

oxy e (c cos x c sin x) 1 2

1 1
2 2

 

 (6 y y   4 0  

 حل(

r r r r          2 2 2 1 1
4 1 0 4 1 0

4 2
 

x x

y c y c y y c e c e


    
1 1
2 2

1 1 2 2 1 2  

 

 (7 y y  4 0  

 حل(

x x x

r r r (r ) r r

r (r )(r ) r r

y c e c e c e

        

          

   

4 2 2 2 2

2

1 2 3

0 1 0 0 0

1 0 1 1 0 1 1 

 

 (8 y y y   2 5 0 

 کٌ٘ن. زا هحاغثِ هًَٖٗػ٘ن غدع  اتسدا هؼات ِ هؿخكِ زا هٖ حل(

r r

( ) ( )( )

  

        

2

2

2 5 0

2 4 1 5 4 20 16 0
 

چَى  0تٍ زٗؿِ هخسلى هسواٗص تازت 

i
r , i

i

  
     



1 22 16
1 2

2 1 2
 

 

xy را  َاب ػوَهٖ آى تِ قَزذ  e (c cos x c sin x)   1  آٗد. تِ تغر ه2ٖ
xy e (c cos x c sin x) 1 22 2  
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 هثال:

 (9 y y y y     4 4 0  

 حل(

r r r (r )(r ) r , r , r            3 2 2
1 2 34 4 0 1 4 0 1 2 2  

r x r x r x
y c e c e c e  1 2 3

1 2 3  
x x xy c e c e c e  2 2

1 2 3  

 

 (51 y y y y     2 4 8 0 

 ًَٗػ٘ن. اتسدا هؼات ِ هؿخكِ هؼات ِ زا هٖ حل(

r r r r (r ) (r )        3 2 22 4 8 0 2 4 2 0 

r) اکسَز )(r ) r r        22 4 0 2 0 2  

r r i r

B

       

 



2
14 0 2 2

0

2

 

 
r x xy c e e (c cosBx C sin Bx)  1

1 2 3  
xy c e c cos x C sin x)  2

1 2 32 2  
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 بخص هعادله دیفرانسیل هرتبه دوم هوگن با ضرایب ثابت های تورین
 

  َاب ػوَهٖ هؼات ذ تٗاساًػ٘ؤ هسزثِ تٍم ّوگي تا نساٗة ضاتر شٗس زا هحاغثِ کٌ٘د.
 

 (1 y y  0 

 (2 y y  4 0 

 (3 y y y   2 4 0 

 (4 y y y   9 6 0 

 (5 y y y   6 8 0 

 (6 y y y y     8 10 0 

 (7 y y y   2 0 

 (8 y y y y     3 3 0 

 (9 y y  0 
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 روش کاهص هرتثه 

خًٖ کِ هسزثِ آى ٗک ٍاحاد   تز اٗي زٍؼ ٗک هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ خًٖ هاسٍل زا تِ ٗک هؼات ِ

 کٌ٘ن. کوسس اغر زثدٗؤ هٖ

اگس ٗک  َاب، ٗک هؼات ِ خًٖ هسزثِ تٍم ّوگي تز تغر تاؾد تا زٍؾاٖ کاِ تاِ زٍؼ کااّؽ     

زَاى  َاب غ٘س قاس تٗگسٕ اش آى زا تِ تغر آٍزت. تسإ زؿسٗح اٗي زٍؼ،  اسل   هسزثِ اغر هٖ

yکٌ٘د  y (x)  ت ِ ّوگي تاؾد. َاب غ٘س قاس هؼا1

y َاب تٗگسٕ تسإ هؼات ِ ّوگي  ay by   0    تاِ ؾاکؤy v(x)y (x)2 v(x)کاِ   1

 آٍزٗن. تا قساز تاتى اٗي  َاب تز هؼات ِ تا  خَاّ٘ن تاؾر: زاتؼٖ هجَْل اغر، تِ تغر هٖ

          y v ( y p(x)y )v    1 1 12    کٌ٘ن. زقػ٘ن هٖ y1 هؼات ِ زا تس   0

y
v ( p(x)v

y

yv
p(x)

v y


   


  



1

1

1

2
0

2
     

Lnآٍزٗن:  گ٘سٕ اش يس ٘ي زاتًِ تا  تِ تغر هٖ تا اًسگسال v Ln y p(x)dx    12  اش ٍ

آى v exp p(x)dx
y

  2
1

گ٘سٕ هجدت  آٗد کِ اش اٗي زاتًِ تٍتازُ اًسگسال تِ تغر ه1ٖ

 کٌ٘ن تازٗن:  هٖ

v(x) [ exp( p(x)dx)]dx
y

  2
1

1    

yچَى  vy2 y*خع: 1 y [ exp( p(x)dx)]dx
y

  2 1 2
1

آٗد کِ تِ زاتًِ *  تِ تغر ه1ٖ

زاتغ ضاتر ًثَتُ ٍ  را v(x)قاس ً٘ػر خعvگٌَٗد، زَ ِ تاؾسِ تاؾ٘ن چَى  سهَل آتؤ هٖ

 اًد. هػسقؤ خy1 ٍy2ًّٖإ   َاب

yتا زَ ِ تِ اٌٗکِ  هثال: x1 ِ َاتٖ اش هؼات x y xy y   2 اغر  َاب ػوَهٖ هؼات ِ 0

 آٍزٗن. تٗاساًػ٘ؤ زا تِ تغر هٖ

 آٍزٗن: اتسدا هؼات ِ زا تِ قَزذ شٗس تزهٖ حل(

y y y
x x

   2

1 1
0 
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p(x)چَى 
x


1

y،  َاب تٗگسٕ کِ هػسقؤ خًٖ اش اٍ ٖ تاؾد تِ قَزذ  vy2 اغر کِ تز  1

 آٗد. تّ٘ن  َاب تٍم ّن تِ تغر هٖ ااتُ کستُ ٍ تز * قساز هٖاغسv(x)آى اش  سهَل 

dxp(x)dx
xv e dx e dx

y x

   
1

2 2
1

1 1
 

Lnx Lnxx .e dx x .e dx x .x dx
        
12 2 2 1  

x
x dx c


  


2

3

2
 

y vy y x
x x

      2 1 2 2

1 1
2 2

 

 

yتٌاتساٗي  َاب ػوَهٖ هؼات ِ تِ قَزذ  c x c x  1
1  تاؾد. هٖ 2

yتا زَ ِ تِ اٌٗکِ هثال:  x1 ِ َاتٖ اش هؼات x y xy y , x    2 0 اغر  َاب  0

 آٍزٗن: ػوَهٖ هؼات ِ تٗاساًػ٘ؤ زا تِ تغر هٖ

yتا زَ ِ تِ اٌٗکِ  حل( x1 ٗک  َاب هؼات ِ اغر،  َاب تٗگسٕ تسإ هؼات ِ اش  سهَل آتؤ

 کٌ٘ن. زقػ٘ن هٖ x2. هؼات ِ زا تسآٍزٗن تِ تغر هٖ

y y y
x x

   2

1 1
0 

pdx       تازٗن: dx Lnx , p(x)
x x

      
1 1

 

Lnxy     تٌاتساٗي x ( e dx xLnx c
x

  2 2

1
 

yخع  َاب ػوَهٖ هؼات ِ  c x c xLnx 1  خَاّد تَت. 2
 

yًؿاى تّ٘د کِ  هثال: x 2
xٗک  َاب هؼات ِ  1 y xy y   2 4 تاؾد،  َاب ػوَهٖ  هٖ 0

 هؼات ِ زا ت٘ات٘د.

yکٌ٘ن.  زقػ٘ن هx2ٖهؼات ِ زا تس حل( y y
x x

   2

1 4
 کٌ٘ن. زا خ٘دا هvٖ. اش آى 0

p(x)dx

v(x) ( e )dx
y

 
1

1
2
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dx
Lnxxv(x) ( e )dx e dx

(x ) x




  
1

2 2 4

1 1  

x
v x .x dx x dx c


     

 
4

4 1 5

4
 

yزا تز  vحال  vy2  کٌ٘ن.  اٗگرازٕ هٖ 1

x
y x



 


4
2

2 4
 

yتز ًس٘جِ  x
x

    2
2 4

1
4

                 y
x

 2 2

1
4

. 

 تساتس خَاّد تَت تا: َاب ػوَهٖ هؼات ِ 
y c y c y

y c x c x

 

  

1 1 2 2

2 2
1 2

1
4

 

yًؿاى تّ٘د  هثال: x1  ِ ٗک  َاب هؼات(x )y xy y    1 تاؾد.  َاب ػوَهٖ  هٖ 0

 هؼات ِ زا خ٘دا کٌ٘د.

x)يس ٘ي هؼات ِ زا تس  حل( )1 ٖکٌ٘ن  زقػ٘ن ه
x

y y y
x x

   
 

1
0

1 1
 

V  زا اش  سهَل
p(x)dx

v ( e )dx
y

  2
1

 تِ تغر آٍزتُ  1

ٍ تز  سهَل * 
x

dx
xv ( e )dx

x


  1

2

1
xyکٌ٘ن ٍ   اٗگرازٕ هٖ e2 ٖؾَت ٍ  َاب  خ٘دا ه

yػوَهٖ  c y c y 1 1 2 xyتساتس اغر تا  2 c x c e 1 2. 

  


