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 ٍممذم 

Aوٝ ثب ٕ٘بد  Bدس  Aا٘ذ. ضبكّوشة دوبسس٣  دٚ ٔدٕٛػٝ A  ٚBفشم و٥ٙذ تعشيف:  B   ٖ٘ـدب

 د٥ٞٓ ػجبسر اػز اص: ٣ٔ

 A B (x, y) | x A, y B     

ش  هثال: اٌ A , 1 2  ٚ B a,b,c  دس ا٤ٗ كٛسرA B ،B A  ٚA A .سا ٔـخق و٥ٙذ 

 حل(

 

 

 

A B ( ,a), ( , b), ( ,c), ( ,a), ( , b), ( ,c)

B A (a, ), (a, ), (b, ), (b, ), (c, ), (c, )

A A ( , ), ( , ), ( , ), ( , )

 

 

 

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

11 1 2 2 1 2 2

  

Aػوٛ ثبؿذ، آٍ٘بٜ  nداسا٢  Bػوٛ ٚ  mداسا٢  Aاٌش  ًکتِ: B سا٢ داmn .ػوٛ اػز 

ٝ  تعشيف: ٞبػدز. ثدٝ ػجدبسر     ا٢ اص صٚج ٔشسدت  ٤ه ساثٌٝ دٚسب٣٤ ٤ب ثٝ اخشلبس ٤ه ساثٌٝ ٔدٕٛػد

Aا٢ اص  ، ص٤شٔدٕٛػA  ٚBٝسش ٞش ٌبٜ  دل٥ك B  .اػز 

 ٥٤ٌٛٓ. ٣ٔ Aسا ٤ه ساثٌٝ س٢ٚ  Aثٝ  ٤Aه ساثٌٝ اص 

(a,b)اػز. اٌش  Bثٝ  ٤Aه ساثٌٝ اص  Rفشم و٥ٙذ  ًاهگزاسي: R ٥٤ٌٛٓ  دس ا٤ٗ كٛسر ٣ٔa 

(a,b)٤ٛ٘ؼ٥ٓ، اٌش  ٣ٔ aRbداسد ٚ آٖ سا ثٝ كٛسر  Rساثٌٝ  bثب  R٤ٛ٘ؼ٥ٓ  ، ٣ٔa R b. 

فشم و٥ٙذ  هثال:   B , , A , , 4 5 1 2  :دس ا٤ٗ كٛسر 3

 A B ( , )( , )( , )( , ) , ( , )( , )  1 4 1 5 2 4 2 5 3 4 3 5  

 دس ص٤ش آٚسدٜ ؿذٜ اػز. Bثٝ  Aٞب٢  سؼذاد٢ اص ساثٌٝ

   R ( , ),( , ) R ( , ),( , ), ( , ) 1 21 4 1 5 1 5 3 4 3 5  

 R ( , ),( , ), ( , ), ( , )3 1 4 2 4 2 5 3 4  
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aٞش ٌدبٜ   aRbو٥ٙٓ  سا ز٥ٙٗ سؼش٤ف ٣ٔ Rساثٌٝ  س٢ٚ  هثال: b   اػدز دس ا٤دٗ    7ٔودشة

كٛسر ٔدٕٛػٝ  x | xR  سا ٔـخق و٥ٙذ. 3

٤xؼ٣ٙ  xR3 حل( 3  اػز. دغ  7ٔوشةxR3  ٤ؼ٣ٙx k 3  دس ٘ش٥دٝ 7

     x | xR x | x k x | x k        3 3 7 7 3  

فشم و٥ٙذ  هثال: p(A) , A , , 1 2 سا س٢ٚ  Rاػز. ساثٌٝ  Aٞب٢  ٔدٕٛػٝ و٥ّٝ ص٤شٔدٕٛػٝ 3

p(A) و٥ٙٓ. ثٝ كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ 

X,Yثشا٢ ٞش  p(A)  ،XRY  ٜٞشٌدب X Y .  اٌدش     z , , y , , x  1 3 2 3 3 

xدسػز اػز. ص٤شا  xRyٌضاسٜ دس ا٤ٗ كٛسر  y  ٖٛزYZ  دغYR / Z. 

 ثبؿٙذ دس ا٤ٗ كٛسر: Bثٝ  Aدٚ ساثٌٝ اص  R1  ٚR2فشم و٥ٙذ  تعشيف:

 ػجبسر اػز اص: R1  ٚR2بع اِف( اخشٕ

 R R (x, y) | (x, y) R or (x, y) R  1 2 1 2  

 ػجبسر اػز اص: R1  ٚR2ة( اؿششان 

 R R (x, y) | (x, y) R and (x, y) R  1 2 1 2 

 ؿٛد. ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ ثٝ كٛسر Rثبؿذ ٚاسٖٚ  Bثٝ  ٤Aه ساثٌٝ اص  Rج( اٌش 

  R (x, y) | (y,x) R  1  

ٚاسٖٚ ساثٌٝ  هثال: R ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ) 11 1 6 5 1 5 8 7  ػجبسر اػز اص: 2

 R ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ) 1 11 6 1 1 5 8 5 2 7  

Rاػز.  Cثٝ  Bا٢ اص  ساثٌٝ B  ٚR2ثٝ  Aا٢ اص  ساثٌٝ R1فشم و٥ٙذ  تعشيف: OR2 1  ٝ ا٢  ساثٌد

 و٥ٙٓ. ٤ٌٛٙذ ٚ ثٝ كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ ٣ٔ R1ثب  R2اػز وٝ آٖ سا سشو٥ت  Cثٝ  Aاص 

(a,c) R OR 2 (b,c)ثبؿذ ثٝ ًٛس٢ وٝ  Bا٢ دس bٞش ٌبٜ  1 R , (a,b) R 2 1 

Rٖ ػوٛٞب٢ ثشا٢ ثٝ دػز آٚسد OR2 ,x)، ٤ه صٚج ٔشست 1 y)  دسR1  وٙد٥ٓ، اٌدش    اخش٥بس ٔد٣

Rػو٢ٛ اص  (x,z)ثبؿذ، آٍ٘بٜ  R2دس  (y,z)صٚج ٔشسج٣ ثٝ ؿىُ  OR2  اػز. 1

فشم و٥ٙذ  هثال:     C , , , , B , , , A , , ,  1 4 7 9 4 6 18 2 3 8 ساثٌٝ ػبد  Sفشم و٥ٙذ  9

سا  ROSثبؿذ. دس ا٤ٗ كٛسر  Cثٝ  Bاص « وٛزىشش ٤ب ٔؼب٢ٚ»ساثٌٝ  Rثبؿذ، اٌش  Bثٝ  Aوشدٖ اص 

 ٔـخق و٥ٙذ.
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bدس ٚالغ اٌش  حل( B , a A    ،ثبؿدذ(a,b) R    ٜٞدش ٌدبa b   اٌدشb B  ٚc C 

(a,c)ثبؿذ،  S  ٜٞش ٌبa | c. 

 

 

R ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )

S ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )





4 4 4 7 4 9 6 7 6 9

2 4 2 6 2 18 3 6 3 18 9 18
  

( , ) S , ( , ) R ( , ) ROS

( , ) S , ( , ) R ( , ) ROS

( , ) S , ( , ) R ( , ) ROS

( , ) S , ( , ) R ( , ) ROS

( , ) S , ( , ) R ( , ) ROS

( , ) S , ( , ) R ( , ) ROS

( , ) S , ( , ) R ( , ) ROS

   

   

   

   

   

   

   

2 4 4 4 2 4

2 4 4 7 2 7

2 4 4 9 2 9

2 6 6 7 2 7

2 6 6 9 2 9

3 6 6 7 3 7

3 6 6 9 3 9

  

 ثٙبثشا٤ٗ ROS ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ) 2 4 2 7 2 9 3 7 3 9  

 ٍخًاظ‌تزکیة‌دي‌راتغ‌

ٝ  B  ٚR2ثٝ  Aا٢ اص  ساثٌٝ R1دز٤ش اػز. ٤ؼ٣ٙ اٌش  ٞب، ؿشوز سشو٥ت ساثٌٝ -1 ثدٝ   Bا٢ اص  ساثٌد

C  ٚR  ثبؿذ، آٍ٘بٜ؛ Dثٝ  Cا٢ اص  ساثٌٝ 3

(R OR )OR R O(R OR )3 2 1 3 2 1  

(SOR)ثبؿذ. آٍ٘بٜ  Cثٝ  Bا٢ اص  ساثٌٝ B  ٚSثٝ  Aا٢ اص  ساثٌٝ Rاٌش  -2 R OS  1 1 1  

دٞد٥ٓ. ثدٝ ًدٛس وّد٣      ٕ٘دب٤ؾ ٔد٣   R2سا ثب  RORاػز.  ٤Aه ساثٌٝ س٢ٚ  Rفشم و٥ٙذ  تَجِ:

 و٥ٙٓ: سؼش٤ف ٣ٔ
n nR R ... R ROR ... R R OR ... R R OR   1 2 3 2 1  

فشم و٥ٙذ  هثال: R ( , ),( , ), ( , ), ( , ) 11 3 1 2 3 4  سا ثٝ دػز آٚس٤ذ. R2  ٚR3  ٚR4دس ا٤ٗ كٛسر  2

 حل(

Rزٖٛ  ROR2دغ ،  R ( , ),( , ), ( , ), ( , )2 11 3 1 2 1 4 3  

Rزٖٛ  R OR3  ، دغ2 R ( , ),( , ), ( , ), ( , )3 11 3 1 2 1 4 1 

Rٖٛ ز R OR4  ، دغ3 R ( , ),( , ), ( , ), ( , )4 11 3 1 2 1 4 1 

Rثٙبثشا٤ٗ  R4 3. 
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 گزاف‌رياتظ‌

سا ثدٝ ػٙدٛاٖ س ع    Aاػدز. ػودٛٞب٢    ٤Aده ساثٌدٝ س٢ٚ    ٤Rه ٔدٕٛػٝ ٔشٙدب٣ٞ ٚ   Aفشم و٥ٙذ 

,x))٤ؼ٣ٙ  ٥ٌxRyش٤ٓ. اٌش  ٣ٔ y) R ٜآٍ٘ب )x  ٝسا ثب ٤ه د٥ىبٖ ثy  وٙد٥ٓ ٚ اٌدش    ٔشلُ ٔد٣xRx 

 آ٤ذ. داس٢ ثٝ دػز ٣ٔ و٥ٙٓ. ثٝ ا٤ٗ سشس٥ت ٌشاف خٟز ٚكُ ٣ٔ xسا ثب ٤ه ًٛلٝ ثٝ خٛد  xآٍ٘بٜ 

فشم و٥ٙذ  هثال: A a,b,c,d,e  ٌٝساث ٚR  س٢ٚA  ص٤ش:ثٝ كٛسر 

 R (a,b)(b,b)(b,d)(c,e)(d,b)(d,e)  

 سا سػٓ و٥ٙذ. Rداس  سؼش٤ف ؿذٜ اػز. ٌشاف خٟز

(b,b)زٖٛ  حل( R دغ اص ،b  ثٝ خٛدb    ٝ٤ده ًٛلد

(a,b)ٚخٛد داسد. زٖٛ  R     داس  ددغ ٤ده ٤دبَ خٟدز

(b,d)ا٤دٓ، زدٖٛ    سػدٓ ودشدٜ   bثٝ  a)د٥ىبٖ( اص  R  ٚ

(d,b) R دغ اص ،b  ٝثd  اص ٚd  ٝثb داس  دٚ ٤بَ خٟز

ٗ   سػٓ وشدٜ  eثدٝ   cٚ اص  eثدٝ   dاص  سشس٥دت  ا٤ٓ. ثدٝ ٕٞد٥

(d,e)ا٤دٓ، ص٤دشا    داس٢ سػٓ ودشدٜ  ٞب٢ خٟز ٤بَ R  ٚ

(c,e) R. 

س٢ٚ ٔدٕٛػٝ  هثال: A , , , , 1 2 3 4 ر سا ثٝ كدٛس  R، ساثٌٝ 5 R (a,b) a | b 1   سؼش٤دف

 سا سػٓ و٥ٙذ. Rداس  و٥ٙٓ. ٌشاف خٟز ٣ٔ

وٙدذ(، ددغ    ؿٕبسد )ػبد ٔد٣  ، ٕٞٝ اػذاد سا 1٣ٔزٖٛ  حل(

( , ) R , ( , ) R , ( , ) R  1 3 1 2 11 ( , ) R1 4  ٚ

( , ) R1 |زدددٖٛ . 5 , | , |  2 5 1 2 3 1 2 1 ، ددددغ 1

( , ) R2 1  ٚ( , ) R2 3  ٚ( , ) R2 5 .| 3 2 1  ٚ

| 3 5 )، دغ 1 , ) R3 2  ٚ( , ) R3 5 .| 4 3 دغ  1

( , ) R4 3 ،| 5 4 )دغ  1 , ) R5  دس ٘ش٥دٝ؛ 4

 

 R ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) 11 1 2 1 3 1 4 1 5 2 1 2 3 2 5 3 2 3 5 4 3 5 4  

 ثٝ كٛسر ص٤ش اػز. Rداس  ثٙبثشا٤ٗ ٌشاف خٟز
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س٢ٚ  R1  ٚR2ٞب٢  ساثٌٝ هثال: A a,b,c ا٘دذ.   ش٤دف ؿدذٜ  داس ص٤دش سؼ  ٞدب٢ خٟدز   ثب ٌشاف

Rداس  ٞب٢ خٟز ٌشاف R1 2 ،R R1 2  ٚR1
 سا سػٓ و٥ٙذ. 1

 
Rداس  ٌشاف خٟز حل( R1 ٞدش دٚ ٌدشاف ٚخدٛد     داس٢ اػز وٝ دس ب٢ خٟزٞ ، ٔشـىُ اص ٤ب2َ

Rداس  داس٘ذ. ٌشاف خٟز R1  R2ٚ ٤دب دس   R1داس٢ اػز وٝ ٤ب دس  ٞب٢ خٟز ، ٔشـىُ اص ٤ب2َ

ٖ R1داس ٚاسٖٚ  لشاس داس٘ذ. ثشا٢ ثٝ دػز آٚسدٖ ٌشاف خٟز َ   ، خٟز د٥ىدب  R1ٞدب٢   ٞدب سا دس ٤دب

 و٥ٙٓ. ػٛم ٣ٔ

 
س٢ٚ  Rداس ٤ده ساثٌدٝ    ٌشاف خٟز :هثال A a,b,c       دس ؿدىُ ص٤دش دادٜ ؿدذٜ اػدز. ٌدشاف

 سا ثٝ دػز آٚس٤ذ. RORداس  خٟز

 
ٝ   ٞب٢ خٟز ، ٔشـىُ اص ٤بRORَداس  ٌشاف خٟز حل( ا٢  داس٢ اػز وٝ اص ٔشلُ ودشدٖ دٚ ٔشضّد

ٚخٛد داسد، ص٤شا دس  RORداس دس  ٤ه ٤بَ خٟز cثٝ  aاص آ٤ٙذ. ٔثلاً  ثٝ دػز ٣ٔ Aػٙبكش ٔدٕٛػٝ 
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R داس اص  ٤ه ٤بَ خٟزa  ٝثb داس اص  ٚ ٤ه ٤بَ خٟزb  ٝثc داس اص  ٚخٛد داسد. ٤ه ٤بَ خٟزa  ٝثb 

 ٚخٛد داسد. Rدس  bثٝ  aداس اص  ٚ ٤ه ٤بَ خٟز aثٝ  aٚخٛد داسد، ص٤شا ٤ه ٤بَ اص  RORدس 

ٚ  aثٝ  aٞب٢  وٝ ًٛلٝ ٚخٛد داسد. ٚاهص اػز ROR داس دس ٤ه ٤بَ خٟز b  ٚcثٝ ٥ٕٞٗ سشس٥ت اص 

ثدٝ كدٛسر    RORداس  ٥٘ض لشاس داسد. دغ ٌشاف خٟز RORٚخٛد داسد دس  ٥٘Rض وٝ دس  cثٝ  cاص 

 ص٤ش اػز.

 

 دَىذٌ‌رياتظ‌َای‌ومایص‌ماتزیس‌

٤ه ساثٌٝ س٢ٚ  Rفشم و٥ٙذ  تعشيف: nA a ,a ,...,a 1 Rاػز. ٔدبسش٤غ   2 ij n n
M m


    

 ٓ؛و٥ٙ سا ثٝ كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ

i j

ij

i j

(a ,a ) R
m

(a ,a ) R


 



1

0
  

ٔبسش٤غ 
RM  ٌٝسا ٔبسش٤غ ٔشٙبظش ثٝ ساثR ٥٤ٌٛٓ. ٣ٔ 

فشم و٥ٙذ  هثال: A a ,a ,a ,a 1 2 3 4  ٚR ٌٝداس آٖ دس ؿىُ ص٤دش   ا٢ اػز وٝ ٌشاف خٟز ساث

 ثٝ ا٤ٗ ساثٌٝ سا ث٤ٛٙؼ٥ذ.سػٓ ؿذٜ اػز. ٔبسش٤غ ٔشٙبظش 

٤4ه ٔبسش٤غ  Rٔبسش٤غ ٔشٙبظش ثٝ ساثٌٝ  حل(  ثٝ كٛسر ص٤ش اػز؛ 4

 

 اٌش

 اٌش
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R

a a a a

a

a
M

a

a

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4

1

2

3

4

1 0 0 0

0 0 1 0

1 1 0 1

0 0 0 0

 

a)سٛخٝ و٥ٙذ ودٝ زدٖٛ    ,a ) R1 ددغ   1
iim 1   ٥٘دض(a ,a ) R2 3  ٚ(a , a ) R3 ، ددغ  2

m 23 1  ٚm 32 a). اص آ٘دب وٝ 1 ,a ) R1 m، دغ 4 14 . ثٝ ٥ٕٞٗ سشس٥ت دس ثم٥ٝ ٔدٛاسد  0

 و٥ٙٓ. ػُٕ ٣ٔ

ذٜ ثبؿذ. ثٙبثشا٤ٗ ٞب٤ؾ فمي اص كفش ٤ب ٤ه سـى٥ُ ؿ ٔبسش٤غ ث٣ِٛ ٔبسش٤ؼ٣ اػز وٝ دسا٤ٝ تعشيف:

 كفش د ٤ه اػز.ٔبسش٤غ ٔشٙبظش ثٝ ٞش ساثٌٝ، ٤ه ٔبسش٤غ 

 َای‌تًلی‌ػمل‌

س٢ٚ ٔدٕٛػٝ  ,01  ُٕدٚ ػ  ٚ و٥ٙٓ. سا ثٝ كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ 

 ٚ   ػٌف٣ 

٤ب   فل٣ّ 
   

   

   

   

1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 0 0

  

اٌش  تعشيف:
ij ijn p m n

B b , A a
 

         ٜدٚ ٔبسش٤غ ث٣ِٛ ثبؿٙذ، آٍ٘بA B    ثدٝ كدٛسر

 و٥ٙٓ: ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ

ij m p
A B c


    

 وٝ دس آٖ:

ij i j i j in njc (a b ) (a b ) ... (a b )      1 1 2 2  

A B ٞب٢  سا هشة ث٣ِٛ ٔبسش٤غA  ٚB ٥٤ٌٛٓ. ٣ٔ 



 11   های دوتایی : رابطه1فصل 
  

Aاٌش  هثال:
 

  
 

1 0 1

0 1 1
  ٚB

 
 


 
  

1 0

1 1

0 0

 دس ا٤ٗ كٛسر؛ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
A B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 
             

                    

      
    

      

1 0
1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0

1 1
0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0

0 0

1 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0 1 1

  

 

 و٥ٙٓ: ٤ه ٔبسش٤غ ٔشثؼ٣ ث٣ِٛ ثبؿذ، سؼش٤ف ٣ٔ Aفشم و٥ٙذ  تعشيف:
( )

( )

(m) (m )

A I

A A

A A A







0

1

1

  

 َای‌تًلی‌)غفز‌ـ‌یک(‌تماع‌ماتزیساضتزاک‌ي‌اج‌

ij فشم و٥ٙذتعشيف:  ijm n m n
B b , A a

 
        ث٣ِٛ ثبؿٙذ. ٞب٢ ٔبسش٤غ 

Aوٝ ثب ٕ٘بد  A  ٚBاِف( اؿششان  B ؿٛد، ٤ده ٔدبسش٤غ ثد٣ِٛ اػدز ودٝ ثدٝ        ٕ٘ب٤ؾ دادٜ ٣ٔ

 ؿٛد. كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ

ij ij m n
A B a b


      

 ؿٛد. ثٝ كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ A  ٚBٞب٢  بع ٔبسش٤غة( اخشٕ

ij ij m n
A B a b


     

Bاٌش  هثال: , A

   
   

 
   
      

1 0 1 1 1 0

1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 0 1

 ثبؿٙذ، آٍ٘بٜ؛ 

A B

     
   

     
   
        

1 1 0 1 1 0 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0
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A B

     
   

     
   
        

1 1 0 1 1 0 1 1 1

1 0 1 1 0 1 1 1 1

0 1 0 0 0 1 1 0 1

 

 تعشيف:

اِف( فشم 
s RM , M   ٞدب٢ دٚ ساثٌدٝ    ثٝ سشس٥دت ٔدبسش٤غR  ٚS   ثبؿدٙذ

R SM  ٚ
R SM   ٝثد

ٞدب٢ اخشٕدبع ٚ اؿدششان ا٤دٗ دٚ ساثٌدٝ ثبؿدٙذ، آٍ٘دبٜ         سشس٥ت ٔدبسش٤غ 
R S R SM M M   ٚ

R S R SM M M . 

ة( فشم و٥ٙذ 
RM  ٌٝٔبسش٤غ ساثR  ٚ

R
M 1  ٖٚٔبسش٤غ ٚاسR ثبؿذ. دس ا٤ٗ كٛسر؛ 

T

RR
M (M ) 1  

س٢ٚ  R  ٚSساثٌٝ  هثال: A , , 1 2  ا٘ذ. ثٝ كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ؿذٜ 3

 S ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ) 11 1 3 2 1 2 2 3 3   ٚ  R ( , ),( , ), ( , ), ( , ) 11 1 3 2 3 3 2  

ROS R S R SR
M ,M , M , M1 .سا ث٥بث٥ذ 

  حل(

R S R S S R

R S S SR

M M M , M , M

M , M M M

     
     

    
     
          

   
   

   
   
      

1

1 0 1 1 0 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0 0 0 1

0 1 1 0 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0

  

 ٍماتزیس‌تزکیة‌دي‌راتغ‌

اػز دس ا٤ٗ كٛسر  Cثٝ  ٤Bه ساثٌٝ اص  B  ٚSثٝ  ٤Aه ساثٌٝ اص  Rفشم و٥ٙذ  تَجِ:
ROSM ،

 ، ثشاثش اػز ثب:Rثب  Sٔبسش٤غ سشو٥ت 

ROS S SM M M   

فشم و٥ٙذ  هثال: A a ,a ,a 1 2 3  ٚ B b , b , b 1 2 3  ٚ C c , c , c 1 2 ٚ  Rٞب٢  ٚ ساثٌٝ 3

S ؿٛ٘ذ. ثٝ كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ 

   R (a ,b ),(a ,b ),(a ,b ),(a ,b ) S (b ,c ),(b ,c ),(b ,c ),(b ,c ) 1 1 1 3 2 2 2 3 1 2 2 1 3 1 3 3  
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ٌّٔٛة اػز ٔطبػجٝ 
SORM  ٚ

R SM M. 

زٖٛ  حل( SOR (a ,c ),(a ,c ),(a ,c ),(a ,c ),(b ,c ) 1 2 1 1 1 3 2 1 3  ، دغ؛3

R SM M

 
 


 
  

1 1 1

1 0 1

0 0 0

  ٚ
SM

 
 


 
  

0 1 0

1 0 0

1 0 1

  ٚ
RM

 
 


 
  

1 0 1

0 1 1

0 0 0

 

SORM

 
 


 
  

1 1 1

1 0 1

0 0 0

  

و٥ٙذ وٝ  ٔلاضظٝ ٣ٔ
SOR R SM M M. 

اٌش  هثال: R ( , ),( , ), ( , ), ( , ) 11 1 2 2 3 3 سا ثدٝ   R3، دس ا٤ٗ كٛسر ٔبسش٤غ ٔشٙبظش ثب ساثٌدٝ  3

 ٤ذ.دػز آٚس

ػجبسر اػز اص  Rٔبسش٤غ ساثٌٝ  حل(
RM

 
 


 
  

1 1 0

0 0 1

0 0 1

 ثٙبثشا٤ٗ؛ 

R RR
M M M

     
     

  
     
          

2

1 1 0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1

  

   
( ) ( )

R R RR
M M M M

     
     

   
     
          

3

3 2

1 1 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 1

  

 ارسی‌رياتظ‌ساسگاری‌ي‌َم‌

ثبصسبث٣ )ا٘ؼىبػ٣( اػز،  Aس٢ٚ  Rثبؿذ، دس ا٤ٗ كٛسر  ٤Aه ساثٌٝ س٢ٚ ٔدٕٛػٝ  Rاٌش  تعشيف:

xٞش ٌبٜ ثٝ اصا٢ ٞش  A ٓداؿشٝ ثبؿ٥ ،(x,x) R  ٌٝثٙبثشا٤ٗ ساثR  س٢ٚA   ثبصسبث٣ اػز. ٞدش

 دس ٞش س ع، داسا٢ ٤ه ًٛلٝ ثبؿذ. Rداس  ٌبٜ ٌشاف خٟز

دس ٔدٕٛػدٝ   Rساثٌدٝ   هثال: A , , 1 2 ثدٝ كدٛسر ص٤دش سؼش٤دف ؿدذٜ اػدز. ثدٝ اصا٢ ٞدش          3

x,y A ،xRy  ٜٞش ٌبx | y  صٚج ثبؿذ. ٘ـبٖ د٥ٞذR .ثبصسبث٣ اػز 
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 ٞب٤ؾ ث٤ٛٙؼ٥ٓ، داس٤ٓ: سا ثب صٚج ٔشست Rاٌش ساثٌٝ  حل(

 R ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ) 11 2 2 3 3 1 3 3 1  

,x)صٚج  A ،xثبصسبث٣ اػز. ص٤شا ثدٝ اصا٢ ٞدش    Rثٙبثشا٤ٗ  x)  دسR 

وٝ دس ؿدىُ ص٤دش سػدٓ ؿدذٜ ٥٘دض       Rداس  اػز. اص س٢ٚ ٌشاف خٟز

 ثبصسبث٣ اػز. Rسٛاٖ د٤ذ وٝ  ٣ٔ

 

دس ٔدٕٛػٝ اػذاد ًج٥ؼ٣، ٔدٕٛػٝ اػذاد كط٥ص، ٔدٕٛػٝ اػدذاد  « وٛزىشش ٤ب ٔؼب٢ٚ»ساثٌٝ  هثال:

a»ص٤شا ٌضاسٜ ٤ٌٛب ٚ ضم٥م٣ ٤ه ساثٌٝ ثبصسبث٣ اػز.  a ».ثٝ اصا٢ ٞش ػذد ضم٥م٣ دسػز اػز 

xٞش ٌبٜ  xRy»٤ؼ٣ٙ « ؿٕشدٖ»ساثٌٝ ػبد وشدٖ  هثال: | y » ٌٝدس ٔدٕٛػٝ اػذاد ًج٥ؼ٣ ٤ه ساث

aداس٤ٓ  aثبصسبث٣ اػز، ص٤شا ثٝ اصا٢ ٞش ػذد ًج٥ؼ٣  | a. 

ساثٌٝ  آصهَى: R (x, y) | xy 0 ٝٞب٢ ص٤ش ثبصسبث٣ اػز؟ س٢ٚ وذاْ ٤ه اص ٔدٕٛػ 

1 )   2 )  0  3 )  1 4 )  2 

x.x ٤ه ػذد ضم٥م٣ غ٥ش كفش ثبؿذ، آٍ٘بٜ xكط٥ص اػز، ص٤شا اٌش  2ٌض٤ٙٝ  حل( x 2 ، ددغ  0

ٞدب ثبصسدبث٣ ٥٘ؼدز، ص٤دشا      س٢ٚ ػب٤ش ٔدٕٛػٝ R، ساثٌٝ x ،xRxثٝ اصا٢ ٞش ػذد ضم٥م٣ غ٥ش كفش 

( , ) R00. 

Rآٍ٘بٜ ثبصسبث٣ ثبؿٙذ،  Aس٢ٚ  R1  ٚR2اٌش  (4تَجِ:  R1  ثبصسبث٣ اػز. Aس٢ٚ  2

Rثبصسبث٣ ثبؿٙذ، آٍ٘بٜ  Aس٢ٚ  R1  ٚR2اٌش  (2         R1  ثبصسبث٣ اػز. Aس٢ٚ  2

 ثبصسبث٣ اػز. Aس٢ٚ  R1ثبصسبث٣ ثبؿذ، آٍ٘بٜ  Aس٢ٚ  Rاٌش  (9        

 س٢ٚ ٔدٕٛػٝ اػذاد ضم٥م٣ ثٝ كٛسر ص٤ش سؼش٤ف ؿذٜ اػز. Rساثٌٝ  هثال:

xRy  ٜٞش ٌبy x 2 3  ثبصسبث٣ اػز؟ R، آ٤ب 5

)ثبصسبث٣ ٥٘ؼز، ص٤شا ٔثلاً صٚج ٔشست  R حل( , )2  ٥٘ؼز. Rدس  2

 ا٢ ثبصسبث٣ اػز. ٘ـبٖ د٥ٞذ سشو٥ت ٤ه ساثٌٝ ثبصسبث٣ ثب خٛدؽ ساثٌٝ: هثال

 xفشم و٥ٙذ ثبصسبث٣ اػز. ثشا٢ ا٤ٗ وبس  RORد٥ٞٓ  ٣ٔثبصسبث٣ اػز. ٘ـبٖ  Aس٢ٚ  Rفشم و٥ٙذ 

(x,x)اػز، زدٖٛ   Aػوٛ دِخٛا٣ٞ اص  R  ٚ(x, x) R   ددغ(x,x) ROR   ٝدس ٘ش٥دد

ROR .ثبصسبث٣ اػز 
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سٛاٖ سؼش٤ف وشد ثشاثش ثدب   ٣ٔ Aٞب٢ ثبصسبث٣ وٝ س٢ٚ  ػوٛ ثبؿذ، سؼذاد ساثٌٝ nداسا٢  Aاٌش  تَجِ:
n n22 . 

,x)٥٤ٌٛٓ ٞش ٌبٜ  سا ٔشمبسٖ ٣ٔ Rساثٌٝ  تعشيف: y) R (y,x) R   

داس ٔشٙدبظش ثدب آٖ،    دس ٌشاف خٟزثٙبثشا٤ٗ ٤ه ساثٌٝ ٔشمبسٖ اػز. ٞش ٌبٜ 

داس ٚخدٛد داؿدشٝ ثبؿدذ، آٍ٘دبٜ اص      ٤ه ٤بَ خٟز bثٝ س ع  aاٌش اص س ع 

 داس٢ ٔٛخٛد ثبؿذ. ٥٘ض ٤بَ خٟز aثٝ س ع  bس ع 

ساثٌٝ  هثال: R ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ) 1 2 2 1 3 3 2 3 3 ٤ه ساثٌٝ ٔشمبسٖ  2

وٝ دس ؿىُ ص٤دش سػدٓ ؿدذٜ،     Rداس ٔشٙبظش ثب ساثٌٝ  اػز. ثٝ ٌشاف خٟز

 خٝ و٥ٙذ.سٛ

 تؼزیف‌مؼادل‌تزای‌راتغٍ‌متقارن‌

Rٔشمبسٖ اػز اٌش ٚ سٟٙب اٌش  Aس٢ٚ  Rساثٌٝ  R 1  

Rثبؿذ، آٍ٘بٜ  ٤Aه ساثٌٝ دِخٛاٜ س٢ٚ  Rاٌش  تَجِ: R1  ٚR R1 .ٔشمبس٘ذ 

Rدٚ ساثٌٝ ٔشمبس٘ٙذ، دغ  R1 ٚ R2اٌش  هثال: R 1
1 1  ٚR R 1

2  خٛاٞذ ثٛد. 2

(R R ) R R R R

(R R ) R R R R

  

  

 

 

1 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1 1
1 2 1 2 1 2

  

س٢ٚ  هثال: A , , 1 2  سٛاٖ ٘ٛؿز؟ زٙذ ساثٌٝ ٔشمبسٖ ٣ٔ 3

سٖ اػز ٚ ثٝ ػىغ ٞش ٔدبسش٤غ  ه ٔبسش٤غ ٔشمبزٖٛ ٔبسش٤غ ٔشٙبظش ثب ٤ه ساثٌٝ ٔشمبسٖ، ٤ حل(

3ٞب٢ ٔشمبسٖ  ٔشمبسٖ كفش د ٤ه، ٔبسش٤غ ٤ه ساثٌٝ ٔشمبسٖ اػز. دغ ثب٤ذ سؼذاد ٔبسش٤غ  ثدب   3

3ٞب٢ كفش ٚ ٤ه سا ؿٕشد، دس ٤ه ٔبسش٤غ  دسا٤ٝ ، ؿؾ دسا٤ٝ، ثبلا٢ لٌش ٤ب س٢ٚ لٌدش اكد٣ّ   3

 ٥ٌشد. ٝ ٞش وذاْ ٔمذاس كفش ٤ب ٤ه سا ٣ٔاػز و

ثشاثش اػز ثب  3ٞب٢ ٔشمبسٖ كفش د ٤ه اص ٔشسجٝ  ثٙبثشا٤ٗ سؼذاد ٔبسش٤غ      62 2 2 2 2 2 2. 

ػو٢ٛ ثشاثش اػز ثب  nٞب٢ ٔشمبسٖ س٢ٚ ٤ه ٔدٕٛػٝ  ثٝ ًش٤ك ٔـبثٝ سؼذاد ساثٌٝ تَجِ:
n n

n

2

2. 

 ‌ٍتؼذی‌تزایاتیراتغ()‌

(b,c)٥٤ٌٛٓ ٞش ٌبٜ، اٌش  سشا٤بث٣ Rساثٌٝ  R , (a,b) R  ٜآٍ٘ب ،(a,c) R .خٛاٞذ ثٛد 
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٤ده ٤دبَ    bثدٝ   aاص داس ٔشٙدبظشؽ، اٌدش    اػز، ٞش ٌبٜ دس ٌشاف خٟدز  سشا٤بث٣ثٙبثشا٤ٗ ٤ه ساثٌٝ 

 داس ٔٛخٛد ثبؿذ. ٤بَ خٟز٥٘ض ٤ه  cثٝ  aداس ثبؿذ، آٍ٘بٜ اص  ٤ه ٤بَ خٟز cثٝ  bداس ٚ اص  خٟز

 اػز؟ سشا٤بث٣ Rدس ؿىُ ص٤ش سػٓ ؿذٜ اػز. آ٤ب ساثٌٝ  Rداس ٤ه ساثٌٝ  ٌشاف خٟز هثال:

  
)٥٘ؼز، ص٤شا  سشا٤بث٣ Rساثٌٝ  حل( , ) R3 4  ٚ( , ) R2 3  ٣ِٚ( , ) R2 4. 

 ذی()تؼ‌تزایاتیراتغٍ‌وکاتی‌در‌مًرد‌‌

,b)ٚ  (a,b)٥٘ؼز، ٞش ٌبٜ ضذالُ دٚ صٚج  سشا٤بث٣ Rساثٌٝ  -1 c)  دسR   ٔٛخٛد ثبؿذ ثٝ ًدٛس٢

(a,c)وٝ  R. 

 ٞؼشٙذ. سشا٤بث٣ ٞش ساثٌٝ سه ػو٢ٛ ٚ ساثٌٝ  -2

سا ودٝ   (b,c)ٚ  (a,b)ٞب٣٤ ثٝ كدٛسر   دس ٤ه ساثٌٝ، فمي صٚج ٣سشا٤بثثشا٢ ثشسػ٣ خبك٥ز  -3

a b  ٚb c ٥ٌش٤ٓ. دس ٘ظش ٣ٔ 

آ٤ب ساثٌٝ  هثال: R ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 11 7 7 2 3 6 8 4 5 5 2 4 2 4  سشا٤دبث٣ ٤ده ساثٌدٝ    3

 اػز.

 ساثٌٝ دس ؿىُ ص٤ش سػٓ ؿذٜ اػز. داس ا٤ٗ ٌشاف خٟز حل(

)زٖٛ  , ) R5 2  ٚ( , ) R2 3  ٣ِٚ( , ) R5  ٥٘ؼز. سشا٤بث٣دغ ساثٌٝ ٔضثٛس  3

 
 ثبؿٙذ. ٣ٔ سشا٤بث٣ ساثٌٝص٤شٔدٕٛػٝ ثٛدٖ،  ٚ ، ػبد وشدٖٞب٢ وٛزىشش ٔؼب٢ٚ ٞش ٤ه اص ساثٌٝ تَجِ:



 11   های دوتایی : رابطه1فصل 
  

 اػز. سشا٤بث٣ R1ثبؿذ، آٍ٘بٜ  سشا٤بث٣ Rش اٌ تَجِ: الف(

Rثبؿدٙذ، آٍ٘دبٜ    سشا٤بث٣ R1  ٚR2اٌش  ب(         R1 اػدز. ِٚد٣ دس ضبِدز وّد٣      سشا٤دبث٣  2

R R1  ٥٘ؼز. سشا٤بث٣ 2

 :دبدٔشمبسٖ ٥٤ٌٛٓ ٞش ٌبٜ Aس٢ٚ ٤ه ٔدٕٛػٝ  Rساثٌٝ  يف:تعش

a b , (a,b) R (b,a) R     
(a,b)دبدٔشمبسٖ اػز، ٞش ٌبٜ  Aس٢ٚ  Rثٝ ػجبسر د٤ٍش، ساثٌٝ  R , (b,a) R a b     

ساثٌٝ  هثال: R ( , ),( , ) , ( , ), ( , ), ( , ) 11 1 2 3 4 4 4 2  Rداس ساثٌدٝ   دبدٔشمبسٖ اػز، ٌشاف خٟدز  3

 .دس ؿىُ ص٤ش سػٓ ؿذٜ اػز

 
ARدبدٔشمبسٖ اػز ٞش ٌدبٜ   Aس٢ٚ  Rساثٌٝ  :4تَجِ  R i 1   ٖودٝ دس آ

Ai    ساثٌدٝ ٕٞدب٣٘

 اػز. Aس٢ٚ 

 دبدٔشمبسٖ اػز. R1دبدٔشمبسٖ ثبؿذ، آٍ٘بٜ  Rاٌش  :2تَجِ 

Rدبدٔشمبسٖ ثبؿٙذ آٍ٘بٜ  R1  ٚR2اٌش  :9تَجِ  R1 دبدٔشمدبسٖ اػدز ِٚد٣ دس ضبِدز وّد٣       2

R R1  دبدٔشمبسٖ ٥٘ؼز. 2

 ٍتطخیع‌وًع‌یک‌راتغٍ‌اس‌ماتزیس‌متىاظز‌تا‌آن‌راتغ‌

 ثبؿذ. 1ٔشٙبظش ثب آٖ ٞب٢ س٢ٚ لٌش اك٣ّ ٔبسش٤غ  ٌبٜ ٕٞٝ دسا٤ٝثبصسبث٣ اػز ٞش R( ساثٌٝ 1

T ٌبٜ ٔبسش٤غ ٔشٙبظش ثب آٖ ٔشمبسٖ ثبؿذ، ٤ؼ٣ٙ ٔشمبسٖ اػز ٞش R( ساثٌٝ 2

R RM (M ) 

,i)ٞب٢  دبدٔشمبسٖ اػز ٞش ٌبٜ ضذالُ ٤ى٣ اص دسا٤ٝ R( ساثٌٝ 3 j) اْ ٤ب( j, i)  اْ ٘بسش٤غ ٔشٙبظش ثدب

iبؿذ: آٖ كفش ث j. 

ثب سٛخٝ ثٝ ٔبسش٤غ  هثال:
RM  ٌٝ٘ٛع ساثR .سا ٔـخق و٥ٙذ 

 
RM

 
 


 
  

1 0 1

1 1 0

0 1 1

  


